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Dokonala ¢isla

Dokonala cisla, Eukleidés

m Definice. Prirozené Cislo se nazyva dokonalé, je-li rovno
souctu vsech svych vlastnich déliteld.

Priklady: 6=142+4+3, resp. 12=142+4+3+46,

28=1+2+4+7+14, resp. 56 =1+2+44+7+14+28
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Dokonala ¢isla

Dokonala cisla, Eukleidés

m Definice. Prirozené Cislo se nazyva dokonalé, je-li rovno
souctu vsech svych vlastnich déliteld.

Priklady: 6=142+4+3, resp. 12=142+4+3+46,
28=1+2+4+7+14, resp. 56 =1+2+44+7+14+28

m Véta (Eukleidés, 1X.36). Je-li &islo 2P — 1 prvocislem, je Cislo
2P=1(2P — 1) dokonalé.
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Dokonala ¢isla

Dokonala cisla, Eukleidés

m Definice. Prirozené Cislo se nazyva dokonalé, je-li rovno
souctu vsech svych vlastnich déliteld.

Priklady: 6=142+4+3, resp. 12=142+4+3+46,

28=1+2+4+7+14, resp. 56 =1+2+44+7+14+28
m Véta (Eukleidés, 1X.36). Je-li &islo 2P — 1 prvocislem, je &islo

2P=1(2P — 1) dokonalé.

Dikaz. Se¢teme viechny vlastni délitele &isla 2P~1(2P — 1):

1424224 4 2P 14

+(2P —1)+2(2P —1) +22(2P — 1) +--- +2P72(2P —1) =
=2°P — 14 (2P —1)(2P71 —1) =2P"1(2P —1).
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Dokonala ¢isla

m Je-li 2P — 1 prvocislo, je p prvocislo.

atedra didaktiky matematik icko-fyzikalni fakulta UK, Praha




Dokonala ¢isla

m Je-li 2P — 1 prvocislo, je p prvocislo.

Dikaz. Kdyby p = mn, kde 1 < m < p, potom

2P _ 1= (2m)n _1n = (2m - 1)(2m(n—1) IS 1)‘
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Dokonala ¢isla

m Je-li 2P — 1 prvocislo, je p prvocislo.

Dikaz. Kdyby p = mn, kde 1 < m < p, potom
2P _ 1= (2m)n _1n = (2m - 1)(2m(n—1) IS 1)‘

m Pro nékterd prvodisla p nemusi byt 2° — 1 prvodislo.
Priklad: 211 —1=2047 =23 -89
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Dokonala ¢isla

m Je-li 2P — 1 prvocislo, je p prvocislo.
Dikaz. Kdyby p = mn, kde 1 < m < p, potom
2P _ 1= (2m)n _1n = (2m - 1)(2m(n—1) IS 1)‘

m Pro nékterd prvodisla p nemusi byt 2° — 1 prvodislo.
Priklad: 211 —1=2047 =23 -89

m Podle Eukleidovy véty vznikaji prvni ¢tyfi dokonala Cisla
pro p=2,3,5,7:
2(22-1)=2-3=6,
22(8-1)=4.7=28,
24(2% — 1) = 16 - 31 = 496,
20(27 — 1) = 64 - 127 = 8128.
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Dokonala ¢isla

m Dokonald Cisla, kterd vznikaji podle Eukleidovy véty, konci
cifrou 6 nebo 8.
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Dokonala ¢isla

m Dokonald Cisla, kterd vznikaji podle Eukleidovy véty, konci
cifrou 6 nebo 8.

Dikaz. Mocniny disla 2 jsou:
2,4,8,16,32,64,128,256,512,1024,2048,4096,8192,16384, ...

Cisla tvaru 2*<*1 kongi cifrou 2, &isla tvaru 2443 cifrou 8,

&isla tvaru 2%k kondi cifrou 6, &sla tvaru 242 kon&i cifrou 4.

Pro liché p tvaru 4k + 1, resp. 4k + 3 &isla tvaru 2P~1(2P — 1)
kon¢i cifrou 6, nebot 6 -1 = 6,

resp. cifrou 8, nebot 4-7 =8 (mod 10).

Navic pro p = 2 (sudé!) je 2(2%2 —1) = 6.
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Dokonala ¢isla

m Cisla tvaru 2k=1(2k — 1) jsou &isly trojihelnikovymi.
Dilkaz.

1
2k—1(2k—1):5-2k(2k—1):1+2+3+--.+(2k—1)
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Dokonala ¢isla

m Cisla tvaru 2k=1(2k — 1) jsou &isly trojihelnikovymi.
Dilkaz.

1
2k—1(2k—1):5-2k(2k—1):1+2+3+--.+(2k—1)

m Cisla tvaru 2K=1(2k — 1) maji ve dvojkové soustavé zapis
1...10...0, kde je za sebou k jednicek a k — 1 nul.
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Dokonala ¢isla

m Cisla tvaru 2k=1(2k — 1) jsou &isly trojihelnikovymi.
Dilkaz.
1

2k=1ok —1) ==

2-2k(2k—1):1+2+3+---+(2k—1)

m Cisla tvaru 2K=1(2k — 1) maji ve dvojkové soustavé zapis
1...10...0, kde je za sebou k jednicek a k — 1 nul.

Dikaz. Stadi ¢islo 2k—1(2k — 1) vyjadrit ve tvaru

K1 42422 . 42kl =022 4y okl
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Dokonala ¢isla

m Cisla tvaru 2k=1(2k — 1) jsou &isly trojihelnikovymi.
Dilkaz.
1

2“(2"-1):5-2k(2k—1):1+2+3+--.+(2k—1)

m Cisla tvaru 2K=1(2k — 1) maji ve dvojkové soustavé zapis
1...10...0, kde je za sebou k jednicek a k — 1 nul.

Dikaz. Stadi ¢islo 2k—1(2k — 1) vyjadrit ve tvaru
K1 42422 . 42kl =022 4y okl

FrantiSek Josef Studni¢ka (1836-1903), profesor prazské
(Ceské) univerzity
Einige Bemerkungen iiber die sogenannten euklidischen

Zahlen, Sitzungsberichte der koniglichen bohmischen
Gesellschaft der Wissenschaften, 1899, &. 30, 1-3.
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Dokonala ¢isla

m Ciferny soucet ¢isla 2k=1(2k — 1), kde k je liché, je 1.
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Dokonala ¢isla

m Ciferny soucet ¢isla 2k=1(2k — 1), kde k je liché, je 1.

Duikaz. Liché &slo kK ma tvar 6k + 1, 6k 4+ 3 nebo 6k + 5.

20k (20k+1 1) = 64k(2.64K —1)=1-(21—-1) =1 (mod 9),

resp.

20k+2(20k+3 1) =4.64kK(8-64Fk —1)=4.(-1-1-1) =1,

resp.

20k+4(20k+5 _ 1) = 16 - 64%(32- 64K — 1) =
=(-2)-1-[(-4)-1—1]=1 (mod 9).

Ciferny soucet &isla n je roven zbytku pFi déleni ¢isla n
¢islem 9. Pro 6 (p = 2) neplati.
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Dokonala ¢isla

Jindfich Bedvar

Ciferny soucet Cisla 2K=1(2k — 1), kde k je liché, je 1.

Duikaz. Liché &slo kK ma tvar 6k + 1, 6k 4+ 3 nebo 6k + 5.

20k (20k+1 1) = 64k(2.64K —1)=1-(21—-1) =1 (mod 9),

resp.

20k+2(26k+3 _ 1) = 4.64K(8-64% — 1) =4-(-1-1-1) =1,

resp.

20k+4(20k+5 _ 1) = 16 - 64%(32- 64K — 1) =
=(-2)-1-[(-4)-1-1]=1 (mod9).

Ciferny soucet &isla n je roven zbytku pFi déleni ¢isla n

¢islem 9. Pro 6 (p = 2) neplati.

Eukleidova véta dava suda dokonala Cisla.
Az do 18. stoleti nebylo jasné, zda existuji jina suda dokonald
Cisla.

Katedra didaktiky matematiky, Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Dokonala ¢isla,

zvlasté to paté



Suda dokonala ¢&isla

Suda dokonala ¢isla, Euler

m Véta (Euler). Kazdé sudé dokonalé cislo ma tvar
2P=1(2P — 1), kde 2P — 1 je prvocislo.
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Suda dokonala ¢&isla

Suda dokonala ¢isla, Euler

m Véta (Euler). Kazdé sudé dokonalé cislo ma tvar
2P=1(2P — 1), kde 2P — 1 je prvocislo.

Diikaz. Uvazujme sudé dokonalé &islo n = 2m1 . g, kde
m > 1 a q je liché. Soucet vSech délitell Cisla n je

2" gq=(1+2+---+2"1).5,
kde S je soucet vSech déliteli ¢isla g. Odtud
2M.g=(2"-1)-S,
proto S = 2™ . x. Déle je tedy g = (2™ — 1) - x.
Pokud by bylo x # 1, byl by soudet S vSech délitelu Cisla g
S=2"-1) x+2"-1)+x+---+1>5=2".x.

Protoje x =1, 5 =2"a g =2" —1 je prvodislo.
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Suda dokonala ¢&isla

m Teprve po Eulerovi bylo jasné, ze vSechna suda dokonala cisla

jsou popsana Eukleidovou vétou.
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Suda dokonala ¢&isla

m Teprve po Eulerovi bylo jasné, ze vSechna suda dokonala cisla

jsou popsana Eukleidovou vétou.

m Eulerova véta navic fika, Ze existuje vzajemné jednoznacna
korespondence mezi sudymi dokonalymi Cisly a prvocisly

tvaru 2P — 1.
e Eukleidés (kolem 300 pf. Kr.)

o Euler (1707-1783)
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Suda dokonala ¢&isla

m Teprve po Eulerovi bylo jasné, ze vSechna suda dokonala cisla

jsou popsana Eukleidovou vétou.

m Eulerova véta navic fika, Ze existuje vzajemné jednoznacna
korespondence mezi sudymi dokonalymi Cisly a prvocisly

tvaru 2P — 1.
e Eukleidés (kolem 300 pf. Kr.)

o Euler (1707-1783)

m V mezidobi rozli¢né Gvahy, nazory, ...
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Paté dokonalé &islo

Paté dokonalé cislo

m Sta¥i Rekové znali dokonals &isla 6, 28, 496, 8 128

(p=2,3,57)
m Cislo 9 neni prvodislo.

m Pro p =11 neni 2P — 1 prvodislo.
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Paté dokonalé &islo

Paté dokonalé cislo

m Stafi Rekové znali dokonald &isla 6, 28, 496, 8128
(p=2,3,57)

m Cislo 9 neni prvodislo.

m Pro p =11 neni 2P — 1 prvodislo.

m Prop=13je2°P —1=2% —1=28191 prvodislo,
a tedy patym dokonalym d&islem je

212(213 _ 1) = 4096 - 8191 = 335503 336.

Pro¢ k nému nedospéli Rekové? Stadilo provéfit, ze 8191
je prvodislo a vypocitat soucin 4096 - 8191.

— velka disla, vypocty

Nt

— pocit, Ze musi existovat ,,mensi

N /
péticiferné ...
Jindfich Beévar Katedra didaktiky matematiky, Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha
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Paté dokonalé &islo

m Nikomachos z Gerasy (asi 60 az 120): Uvod do aritmetiky
— Ctyfi dokonala disla: 6, 28, 496, 8128
— lezi v intervalech 1, 10, 100, 1000, 10000
(maji tedy jednu, dvé, t¥i, Ctyfi cifry)
— vSechna dokonala ¢isla jsou popsana Eukleidovou vétou
(a jsou tedy sudd)  [Predjima skutecnost!]
— kazdé dokonalé Cislo kon¢i na cifru 6 nebo 8

a ty se pravidelné stfidaji  [Pravda jen Casteéné!]
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Paté dokonalé &islo

m Nikomachos z Gerasy (asi 60 az 120): Uvod do aritmetiky
— Ctyfi dokonala disla: 6, 28, 496, 8128
— lezi v intervalech 1, 10, 100, 1000, 10000
(maji tedy jednu, dvé, t¥i, Ctyfi cifry)
— vSechna dokonala ¢isla jsou popsana Eukleidovou vétou
(a jsou tedy sudd)  [Predjima skutecnost!]
— kazdé dokonalé Cislo kon¢i na cifru 6 nebo 8
a ty se pravidelné stfidaji  [Pravda jen Casteéné!]
m lamblichos z Chalkidy (asi 285 az 330):
komentare k Nikomachovi
— mezi kazdymi dvéma &isly 10”7 a 10"t je pravé jedno

dokonalé &islo (ma n+ 1 cifer)
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Paté dokonalé &islo

m Nikomachos z Gerasy (asi 60 az 120): Uvod do aritmetiky
— Ctyfi dokonala disla: 6, 28, 496, 8128
— lezi v intervalech 1, 10, 100, 1000, 10000
(maji tedy jednu, dvé, t¥i, Ctyfi cifry)
— vSechna dokonala ¢isla jsou popsana Eukleidovou vétou
(a jsou tedy sudd)  [Predjima skutecnost!]
— kazdé dokonalé Cislo kon¢i na cifru 6 nebo 8

a ty se pravidelné stfidaji  [Pravda jen Casteéné!]

m lamblichos z Chalkidy (asi 285 az 330):
komentare k Nikomachovi
— mezi kazdymi dvéma &isly 10”7 a 10"t je pravé jedno
dokonalé &islo (ma n+ 1 cifer)

Neuaplna indukce!!!
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Paté dokonalé &islo

m Filon z Alexandrie (asi 20 pf. Kr. az 50 po Kr.)
— helénsko-zidovsky platonsky filozof
— za 6 dnd byl stvoren svét, Mésic obihd Zemi za 28 dnii

m Origenés (asi 184 a7 253)
— fecky cirkevni uditel a teolog

m Didymos Alexandrijsky (téz Slepy, asi 310/13 az 398)
— krestansky teolog

— jsou jen Ctyri dokonald Cisla mensi nez 10 000

m Sv. Augustin (354-430)
— De civitate Dei (O Bozi obci)

— dokonalost Cisla 6 v souvislosti s po¢tem dnil stvoreni svéta
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Paté dokonalé &islo

m Thabit ibn Qurra (asi 826/36 az 901)
— arabsky astronom, matematik, fyzik a Iéka¥
— prekladatel feckych textd (Eukleidés, Archimédés,
(Eukleidés, Archimédés, Apollonios, Ptolemaios)
— vénoval se &islim tvaru 2"p, kde p je prvocislo,

nékterd mohou byt dokonala
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Paté dokonalé &islo

m Thabit ibn Qurra (asi 826/36 az 901)
— arabsky astronom, matematik, fyzik a Iéka¥
— prekladatel feckych textd (Eukleidés, Archimédés,
(Eukleidés, Archimédés, Apollonios, Ptolemaios)
— vénoval se &islim tvaru 2"p, kde p je prvocislo,

nékterd mohou byt dokonala

m Abu Ali al-Hasan ibn al-Haytham (Alhazen, asi 965 az 1040)
— arabsky matematik, fyzik a astronom
— Analyza a syntéza

— predjimal tvrzeni Eulerovy véty o sudych dokonalych cislech

Katedra didaktiky matematiky, Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha
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Paté dokonalé &islo

m Ismail ibn Fallus (asi 1194 az 1239/52)
— deset Cisel, o kterych tvrdil, Ze jsou dokonala
— sedm spravné (2,3,5,7,13,17,19), t¥i nikoliv (9,11,23)

— spravné vyloucil 15 a 21

335503 336, 8589869056, 137438691 328

m ad-Din as-Sirazi
— Encyklopedie (1292 az 1306)

— Sest dokonalych disel

m Nyni mohlo byt do jisté miry zpochybnéno tvrzeni,

Ze cifry 6 a 8 se v dekadickém vyjadreni pravidelné st¥idaji.

Vysledky Ismaila ibn Falluse vSak v Evropé nebyly znamé.
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Paté dokonalé &islo

m M. Curtze v letech 1895, 1899:

e Codex Latinus Monacensis 14908 (z roku 1456)
— neznamy autor (Friedrich?)

— pét dokonalych cisel: paté dokonalé Cislo!

e Codex Vindobonensis 5203 (kolem roku 1461)
— autor Johannes Miiller (1436-1476)
(Johannes de Regio Monte, Regiomontanus)

— némecky matematik a astronom

— pét dokonalych Cisel: paté dokonalé Cislo!
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Paté dokonalé &islo

m Ettore Picutti roku 1989:

e Codice Palatino 573 (z roku 1458)

— Biblioteca Nazionale di Firenze

— Trattato di praticha d’arismetricha

— prepis starsiho traktatu téhoz autora

— neznamy autor z Florencie, vyznamny autor
— jeho ucitel: Domenico d'Agostino

— pét dokonalych ¢isel (fol. 28r)

e Codex Ottobonianus Latinus 3307,

— Biblioteca Apostolica Vaticana (1460)
— stejny autor

— Sest dokonalych ¢&isel (fol. 24r)
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Paté dokonalé &islo

m Objev patého dokonalého ¢isla datujeme rokem 1456

Evropska namyslenost!

v z

m Tento vysledek vsak nedosel rozsirent,

jesté pomérné dlouho se objevuji chybné Gvahy.

m Jacques Lefevre (1455-1537)
— 1496: Eukleidilv predpis pro tvorbu dokonalych cisel dava

vSechna dokonala disla

Jindfich Beévar Katedra didaktiky matematiky, Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha




Paté dokonalé &islo

m Luca Pacioli (asi 1445 az 1517)

— Suma de arithmetica, geometria, proportioni
et proportionalita
— pripomind Eukleiddv zplsob vytvareni dokonalych Cisel
— posloupnost dokonalych cisel 6, 8, 496, pokracuje
do nekonecna
— 14. dokonalé cislo je 9007199 187 632128
— odpovida ¢&islu 226(227 — 1) (chyba)

— dokonala ¢&isla stfidavé konéi na cifry 6 a 8 (chyba)

Jindfich 3 Katedra didaktiky matematiky, Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha
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Paté dokonalé &islo

m Nicolas Chuquet (asi 1445 az 1488)
— francouzsky matematik pisici francouzsky

— Triparty en la science des nombres (1484)
— pripomind Eukleidovu vétu o dokonalych cislech
— kromé dokonalych &isel 6, 28, 496, 8128
uvadi v pripojeném schématu disla
28(2% — 1) = 130816,
210211 — 1) = 2096 128,
212(213 — 1) = 33550336.
Pouze treti je spravné!

(¢isla 22 — 1 =511, 2! — 1 = 2047 nejsou prvodisla)
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Paté dokonalé &islo

m Estienne de La Roche (konec 15. az podatek 16. stol.)

— L’arismethique nouvellement (Lyon, 1520, 2. vydani 1538)
— vyrazné Cerpal (brutédlné opisoval) z Chuquetova spisu
Triparty en la science des nombres
— dokonal4 ¢isla jsou ddna formuli 2°P~1(2P — 1),
kde p=2,3,5,7,9,11,13,15,17, ...
— opomiji Eukleidlv predpoklad
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Paté dokonalé &islo

m Chyby opakuji:
m Michael Stifel (1487-1567)
m Jacques Peletier (Peletarius, 1517-1582)

m Niccolo Fontana zvany Tartaglia (asi 1499 az 1557)
— prvnich dvacet dokonalych Cisel
(pro p=12,3,5,7,9,...,39)
m Robert Recorde (asi 1510 az 1558)
m Hudalrichus Regius

— Utriusque Arithmetices (1536)

— uvadi paté dokonalé Cislo
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Dalsi dokonala &isla

Dalsi dokonala cisla

m Pietro Antonio Cataldi (1548-1626)
— profesor na univerzitach ve Florencii a Bologni
— tabulka prvocisel mensich nez 750
— rozklad cisel mensich nez 800 na soudin prvocisel
— ma-li byt 2P — 1 prvodislem, musi byt p prvocislo
- 1603: 217 — 1 a 219 — 1 jsou prvodisla
— Zesté dokonalé &islo: 216(217 — 1) = 8589869 056
— sedmé dokonalé &islo: 2'8(219 — 1) = 137438691 328

— dokazal: dokonala &isla, ktera popsal Eukleidés, konci
na cifru 6 nebo 8

— nest¥idaji se pravidelné (paté a Sesté kondi cifrou 6)
— 2P —1 je prvocislem pro p = 23,29, 31, 37 (tfikrat se zmylil)
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Dalsi dokonala &isla

m Pierre de Fermat (1601-1665)
— francouzsky pravnik, genidlni matematik-amatér
- 1640: &sla 222 —1 a 237 —1 jsou slozena
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Dalsi dokonala &isla

m Pierre de Fermat (1601-1665)
— francouzsky pravnik, genidlni matematik-amatér
- 1640: &sla 222 —1 a 237 —1 jsou slozena

m Marin Mersenne (1588-1648)
— francouzsky mnich (minorita), matematik, fyzik a filozof
— 1644: Cogitata physica mathematica
— 2P —1 je prvocislem pro
p=2,3,57,13,17,19,31,67,127,257
a zadné jiné prvodislo mensi nez 250
— podle Cataldiho: do ¢isla 19 (véetné) je seznam v pofadku
— podle Fermata: neuved| 23 a 37

— na dalSich mistech jsou chyby
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Dalsi dokonala &isla

m Leonhard Euler (1707-1783)

- 1732: 222 — 1 je sloZené
- 1738: 231 — 1 je prvodislo

230(231 — 1) je dokonalé (osmé dokonalé &islo)
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Dalsi dokonala &isla

m Edouard Lucas (1842-1891)
- 1876: 257 —1 je slozené, 2127 —1 je prvodislo

m Pervusin
—1883: 201 —1 je prvodislo
m Powers
- 1911: 289 —1 je prvodislo
-1913: 2197 _ 1 je prvodislo
m Kraitchik
- 1933: 2257 — 1 je slozené
m Teprve nyni byl zcela opraven Mersenn(iv seznam:
2,3,5, 7, 13,17, 19, 31, 61, 89, 107, 127

— prvnich dvanact dokonalych Cisel
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Mersennova prvoéisla

Mersennova prvocisla

m Definice. Prvocisla tvaru 2P — 1 se nazyvaji Mersennova.
— z nich vznikaji sudd dokonald cisla
— hledani velkych prvodisel
Pietro Cataldi, Pierre de Fermat, Marin Mersenne,

Leonhard Euler, Edouard Lucas, fada dal$ich matematiku

m 1951: 12 Mersennovych prvodisel

Od roku 1876 do roku 1951:

nejvétsim zndmym prvodislem 227 — 1 (39 cifer)
— vypocetni technika!!!
~1952: 2P —1 pro p =521, 607, 1279, 2203, 2281
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Mersennova prvoéisla

m 2000: 38 Mersennovych prvodisel

m leden 2016: 49. Mersennovo prvodislo 274207281 _ 1
— ma 22338618 cifer
— odpovidajici dokonalé Cislo ma 44 677 235 cifer

m Otevrené problémy:
— je Mersennovych prvocisel nekone¢né mnoho?
(ekvivalentni problém)

— je sudych dokonalych cisel nekone¢né mnoho?
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Licha dokonala &isla

Licha dokonala cisla

m Leonhard Euler
— otazka existence lichych dokonalych ¢isel je mimoradné
obtizna
m James Joseph Sylvester (1814-1897)
— studoval problém v letech 1887 a 1888
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Licha dokonala &isla

Licha dokonala cisla

m Leonhard Euler
— otazka existence lichych dokonalych ¢isel je mimoradné
obtizna
m James Joseph Sylvester (1814-1897)
— studoval problém v letech 1887 a 1888

m Otevreny problém: existence lichych dokonalych &isel
— liché dokonalé Cislo by muselo spliovat fadu podminek
— muselo by byt obrovské (alespor 101500)

— muselo by mit alespon 101 prvociselnych déliteld

(alespori deset navzajem riznych) atd.
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Dékuji za pozornost !
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